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第 0 章

準備

§ 1. 分數環

1.0. 環と代數

(1.0.1) 此原論で考察の對象と爲る凡ての環は單位元を有するものである；そのやう

な環上の任意の加羣は單位的であるものとする；環準同型寫像は恆に單位元を單位元に移

すものとする；斷りが無ければ，環 Aの部分環は Aの單位元を含むものとする．殊に可

換な環が考察さるるのであるが，何の斷りも無く環について議論してゐるときには，可

換環が話題となつてゐることが言外に認められてゐる．若し Aが必ずしも可換とは限ら

ぬ環であれば，斷りの無い限り，A-加羣は左加羣であると考へる．
(1.0.2) A,B を其々可換とは限らぬ環とし，ϕ : A → B を準同型寫像とする．任意

の左（resp. 右）B-加羣M は，a ·m = ϕ(a) ·m (resp. m · a = m · ϕ(a))とおくことに
より左（resp. 右）A-加羣と爲り得る；M に於ける A-加羣と B-加羣の構造を區別する
必要があるときには，上記のやうに定義されたる左（resp. 右）A-加羣をM[ϕ] によつて

表はす．從つて Lが A-加羣であれば，準同型寫像 u : L → M[ϕ] は，a ∈ A，x ∈ L に

對して u(a · x) = ϕ(a) · u(x)と爲るやうな可換羣の準同型寫像である；ゆゑに此れを ϕ-
準同型寫像L → M と云ひ，對 (ϕ, u)（或いは語の濫用であるが，單に u）を (A,L)から
(B, M)への雙準同型寫像と云ふ．此れにより環 Aと A-加羣 Lから爲る對 (A,L)は圈を
爲し，その射は雙準同型寫像である．

(1.0.3) (1.0.2) の假定の下，Jが Aの左（resp. 右）イデヤルであるとき，ϕ(J)によ
り生成さるる B の左（resp. 右）イデヤル Bϕ(J)（resp. ϕ(J)B）を BJ（resp. JB）に

よつて表はす；此れはまた左（resp. 右）B-加羣の標準的準同型寫像B⊗A J → B（resp.
J⊗A B → B）の像でもある．

(1.0.4) Aが（可換）環であり，Bが可換とは限らぬ環であるとき，BにA-代數の構
造を與へることは，環準同型寫像 ϕ : A → Bで ϕ(A)が Bの中心に含まるるやうなもの

を與へるに等しい．此時，任意の Aのイデヤル Jに對して JB = BJは Bの兩側イデヤ

ルであり，任意の B-加羣M に對して JM は (BJ)M に等しい B-加羣である．
(1.0.5) 有限型加羣と有限型可換代數の概念について再檢討するべきことは何もない；

A-加羣M が有限型であるとは，完全列 Ap → M → 0が存在することを意味する．A-加
羣M が有限表示を有するとは，M が準同型寫像 Ap → Aq の餘核に同型である，換言す

れば完全列 Ap → Aq → M → 0が存在するときを云ふ．留意すべきは，Aがネタア環な

らば，任意の有限型 A-加羣は有限表示を有する．
次のことを想起しておかう．A-代數 B が A上整であるとは，B の任意の元が A係數

單多項式の B に於ける根であるときを云ふ；此れは B の任意の元が有限型 A-加羣であ



2 第 0章 準備

る Bの部分代數に含まるると云ふのと同じである．斯かるときに Bが可換であれば，B

の有限部分集合で生成さるるBの部分代數は有限型A-加羣である；從つて可換代數Bが

A上整で且つ有限生成である爲には，B が有限型 A-加羣であることが必要充分である；
また此時，Bは有限整な（或いは語弊が無ければ單に，有限 ）A-代數であると云ふ．此
れ等の定義では，A-代數の構造を定める準同型寫像 A → B の單寫性は假定されて居ら

ぬことが看て取れやう．

(1.0.6) 整域とは，零でない有限個の元の積が零には爲らぬ環である．此れは，0 6= 1
であつて且つ零でない二つの元の積は零でないと云ふのと同じである．環 Aの素イデヤ

ルとは，イデヤル pであつて A/pが整域と爲るものである；從つて p 6= Aが導かる．環

Aが少なくも一つの素イデヤルを有する爲には，A 6= {0}であることが必要且つ充分で
ある．

(1.0.7) 局所環とは，唯一つの極大イデヤルが存在する環 Aである．その極大イデヤ

ルは可逆元全體の補集合であつて，Aの凡てのイデヤルを含む．A，B が局所環であり，

mと nを其々の極大イデヤルとするとき，準同型寫像 ϕ : A → B が局所的であるとは，

ϕ(m) ⊂ n（或いは同じことであるが，ϕ−1(n) = m）と爲るときを云ふ．斯かるとき，そ

のやうな準同型寫像は剩餘を取ることにより剩餘體 A/mから剩餘體 B/nへの單寫準同

型寫像を定める．二つの局所準同型寫像の合成は局所準同型寫像である．

1.1. イデヤルの根・環の冪零根基と根基

(1.1.1) aを環 Aのイデヤルとする；aの根とは，或る整數 n > 0に對し，xn ∈ aと

爲る x ∈ Aの集合であり，r(a)と記す；此れは aを含むイデヤルである．r(r(a)) = r(a)；
a ⊂ b ならば r(a) ⊂ r(b)である；有限個のイデヤルの共通部分の根は，其々のイデヤル
の根の共通部分である；ϕが環 A′ から Aへの準同型寫像であるなら，任意のイデヤル

a ⊂ Aに對し r(ϕ−1(a)) = ϕ−1(r(a))と爲る．或るイデヤルがイデヤルの根である爲には，
素イデヤルの共通部分であることが必要且つ充分である．イデヤル aの根は aを含む極

小素イデヤルの共通部分である；Aがネタアであるなら，そのやうな素イデヤルは有限

個である．

またイデヤル (0) の根を A の冪零根基と稱す；此れは A の冪零元の集合 R である．

R = (0)なら，Aは被約であると云ふ；任意の環 Aに對し，冪零根基による Aの剩餘環

A/Rは被約環である．

(1.1.2) 次のことを想起しやう．（可換とは限らぬ）環Aの根基R(A)とは，Aの極大左

イデヤルの共通部分である（此れはまた極大右イデヤルの共通部分でもある）．A/R(A)
の根基は (0)である．

1.2. 分數加羣と分數環

(1.2.1) 環Aの部分集合 Sに對し，1 ∈ Sで，Sの二つの元の積がまた Sに含まるる

とき，S は乘法的であると云ふ．次に擧げる例がとりわけ肝要である：
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1◦ f ∈ Aの冪 fn (n ≥ 0)の集合 Sf； 2◦ Aの素イデヤル pの補集合 A− p．

(1.2.2) S を環 Aの乘法的部分集合とし，M を A-加羣とする；集合M × S に於て，

對 (m1, s1)と (m2, s2)の次のやうな關係は同値關係である：

s(s1m2 − s2m1) = 0と爲る s ∈ S が存在する

斯かる關係によるM × S の商集合を S−1M で表はし，對 (m, s)の S−1M への自然な像

をm/sで表はす．寫像 iSM : m 7→ m/1（或いは iSで表はす）を，M から S−1M への標

準的寫像と稱す．斯かる寫像は一般に單寫でも全寫でも無い；その核は，sm = 0と爲る
s ∈ S が存在するやうなm ∈ M の集合である．

S−1M に次のやうにして羣の加法演算を定める（實際 S−1M の代表元の取り方に依ら

ぬことが確めらる）．

(m1/s1) + (m2/s2) = (s2m1 + s1m2)/(s1s2)

S−1Aであれば，更に (a1/s1)(a2/s2) = (a1a2)/(s1s2)とすることにより乘法演算が定ま
り，また (a/s)(m/s′) = (am)/(ss′)と置くことによつて S−1Aの S−1M への作用が定ま

る．此時，S−1Aは環と爲り（Sに分母を有する Aの分數環と云ふ），S−1M は S−1A-加
羣と爲る（S に分母を有する分數加羣と云ふ）；任意の s ∈ S に對し，s/1は S−1Aに於

て可逆であり，その逆元は 1/sである．標準的寫像 iSAは環準同型寫像である（或いは iSM
であれば S−1M を準同型寫像 iSA : A → S−1Aにより A-加羣と看做したときの A-加羣の
準同型寫像である）．

(1.2.3) f ∈ Aに對し Sf = {fn}n>0であるなら，S−1
f A及び S−1

f M の代わりに其々

Af，Mf と書く；Af を A上の代數と看做して，Af = A[1/f ]と書いてよい．Af は剩餘

代數 A[T ]/(fT − 1)A[T ]に同型である．f = 1であるとき，Af 及びMf は其々A，M と

自然に同型である；f が冪零元であるなら，Af 及びMf は 0となる．
pを Aの素イデヤルとして S = A − pであるとき，S−1A及び S−1M の代わりに其々

Ap，Mp と書く；Ap は局所環で，その極大イデヤル q は iSA(p) により生成さる．また
(iSA)−1(q) = pと爲る．剩餘を取ることによつて，iSAは整域A/pから體Ap/qへの單寫準

同型寫像を與へ，Ap/qは A/pの分數體と同一視さる．

(1.2.4) 分數環 S−1Aと標準的準同型寫像 iSA は普遍寫像問題の解と爲つてゐる：A

から B への準同型寫像 uで，u(S)が B の可逆元から爲るものは次のやうに一意に分解

する．

u : A
iS
A // S−1A

u∗ // B

但し，u∗は環準同型寫像である．同じ假定の下，M をA-加羣，N をB-加羣，v : M → N

を A-加羣の準同型寫像とする（N 上の A-加羣の構造は u : A → Bにより定めらる）；此

時 vは次のやうに一意に分解する．

v : M
iS
M // S−1M

v∗ // N
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但し，v∗ は S−1A-加羣の準同型寫像である（N 上の S−1A-加羣の構造は u∗ により定め

らる）．

(1.2.5) (a/s) ⊗mを (am)/sに對應せしめることにより S−1A-加羣の標準的同型寫
像 S−1A⊗A M

∼→ S−1M を定める．此れの逆寫像はm/sを (1/s)⊗mに移す．

(1.2.6) S−1Aの任意のイデヤル a′ に對し，a = (iSA)−1(a′)は Aのイデヤルである．

此時，a′は iSA(a)によつて生成さるる S−1Aのイデヤルであり，S−1a (1.3.2)と同一視さ
る．寫像 p′ 7→ (iSA)−1(p′)は S−1Aの素イデヤルの集合から p ∩ S = ∅と爲る Aの素イ

デヤル pの集合への，包含關係による順序構造を保つ同型寫像である．更に此時 Ap と

(S−1A)S−1p は標準的に (1.5.1)同型と爲る．
(1.2.7) Aが整域であり，その分數體をK で表はすとき，0を含まない任意の乘法的
部分集合 Sに對し，標準的寫像 iSA : A → S−1Aは單寫であり，從つて S−1Aは Aを含む

K の部分環と自然に同一視さる．殊に Aの任意の素イデヤル pに對し，Ap は Aを含む

局所環である．その極大イデヤルは pAp であり，pAp ∩A = pと爲る．

(1.2.8) A が被約環なら，S−1A も同じく被約環である：何と爲れば x ∈ A，s ∈ S に

對し (x/s)n = 0 なら，此れは s′xn = 0 と爲る s′ ∈ S が存在し，(s′x)n = 0 と爲ること
を示すが，假定により s′x = 0 すなはち x/s = 0 と爲る．

1.3. 凾手性

(1.3.1) M，Nを其々A-加羣とし，uをA-準同型寫像M → Nとする．SがAの乘法的部

分集合であるとき，S−1uと記さるる S−1A-準同型寫像 S−1M → S−1N を (S−1u)(m/s) =
u(m)/sと置くことにより定める；S−1M 及び S−1N 其々の S−1A⊗A M 及び S−1A⊗A N

との標準的な同一視 (1.2.5)により，S−1u は 1⊗ uと同一視さる．さらに P を別な加羣

とし，vを A-準同型寫像 N → P とすると，S−1(v ◦ u) = (S−1v) ◦ (S−1u)と爲る；換言
すれば S−1M は A-加羣の圈から S−1A-加羣（Aと S は固定さる）の圈へのM に關する

共變凾手である．

(1.3.2) 凾手 S−1M は完全である；すなはち，

M
u // N

v // P

が完全なら，

S−1M
S−1u // S−1N

S−1v // S−1P

も完全である．

殊に u : M → N が單寫（resp. 全寫）であるなら S−1uも單寫（resp. 全寫）である；
N 及び P が其々M の部分加羣であり，S−1N と S−1P を自然に S−1M の部分加羣と看做

すとき，

S−1(N + P) = S−1N + S−1P 及び S−1(N ∩ P) = (S−1N) ∩ (S−1P )
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が爲り立つ．

(1.3.3) (Mα，ϕβα)を A-加羣の歸納系とする；此時 (S−1Mα，S−1ϕβα)は S−1A-加羣
の歸納系である．S−1Mα及び S−1ϕβαをテンソル積 (1.2.5及び 1.3.1)で表現し，テンソ
ル積を取ることと歸納極限を取ることとが可換であることを用ゐると次の標準的同型寫

像を得る．

S−1lim
−→

Mα
∼→ lim

−→
S−1Mα

此れはまた（M に關する）凾手 S−1M が歸納極限と可換であると云ひ表はさる．

(1.3.4) M, N を其々A-加羣とする；此時（M 及び N に關して）凾手性を有する次

の標準的同型寫像が存在する．

(S−1M)⊗S−1A (S−1N) ∼→ S−1(M ⊗A N)

此れは (m/s)⊗ (n/t) を (m⊗ n)/stに移す．

(1.3.5) 同樣に（M 及び N に關して）凾手性を有する準同型寫像

S−1HomA(M,N) → HomS−1A(S−1M, S−1N)

が，u/sに準同型寫像 m/t 7→ u(m)/stを對應せしめることにより得らる．M が有限表

示を有するとき，件の準同型寫像は同型寫像である：M が Ar であるときは直ちに從う．

一般の塲合は，完全列Ap → Aq → A → 0に分解し，M に關する凾手 S−1M の完全性と

凾手 HomA(M, N)の左完全性を用ゐて上に歸着せしめる．Aがネタアで，A-加羣M が

有限型であるときは恆に斯くあることに留意せよ．

1.4. 乘法的部分集合の變換

(1.4.1) S，T を S ⊂ T と爲るやうな環 Aの乘法的部分集合とせよ；此時 S−1Aから

T−1Aへの標準的準同型寫像 ρT,S
A （或いは單に ρT,S）が存在する．此れはS−1Aに於て a/s

で表はさるる元を T−1Aに於て a/sで表はさるる元に對應せしめる；從つて iTA = ρT,S
A ◦ iSA

を得る．同樣にして任意の A-加羣 M に對して，S−1M から T−1M（T−1M は ρT,S
A に

より S−1A-加羣と看做す）への S−1A-準同型寫像が存在する．此れは T−1M の元 m/s

を S−1M の元m/sに對應せしめる；此寫像を ρT,S
M ，或いは單に ρT,S と表はし，矢張り

iTM = ρT,S
M ◦ iSM を得る．標準的な同一視 (1.2.5)により，ρT,S

M は ρT,S
A ⊗ 1と同一視さる．

準同型寫像 ρT,S
M は凾手 S−1M から凾手 T−1M への凾手の射（或いは自然變換）である．

換言すれば，任意の準同型寫像 u : M → N に對して次の圖式が可換である；

S−1M
S−1u //

ρT,S
M

²²

S−1N

ρT,S
N

²²
T−1M

T−1u // T−1N

更に T−1uは S−1uにより完全に決定さる．何と爲れば，m ∈ M，t ∈ S に對して

(T−1u)(m/t) = (t/1)−1ρT,S((S−1u)(m/1))
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と爲る．

(1.4.2) 同じ記號の下，A-加羣M，N に對して次の圖式（(1.3.4)及び (1.3.5)を參照）
が可換である．

(S−1M)⊗S−1A (S−1N) ∼ //

²²

S−1(M ⊗A N)

²²
(T−1M)⊗T−1A (T−1N) ∼ // T−1(M ⊗A N)

S−1HomA(M, N) //

²²

HomS−1A(S−1M,S−1N)

²²
T−1HomA(M, N) // HomT−1A(T−1M, T−1N)

(1.4.3) 準同型寫像 ρT,S が全單寫に爲るとき，すなはち T の任意の元が S の元の因

子と爲るときは肝要である；此時は ρT,S により加羣 S−1M と T−1M を同一視する．Sの

元の Aに於ける凡ての因子が S に含まるるとき，S は飽和であると云ふ．S を，S の元

の凡ての因子より爲る集合 T（此れは乘法的且つ飽和である）で置き換えることにより，

望むのであれば，Sが飽和である塲合に制限して S−1M を考察してもよいことが分かる．

(1.4.4) S，T，U が S ⊂ T ⊂ U と爲るやうな Aの乘法的部分集合であるなら，

ρU,S = ρU,T ◦ ρT,S

と爲る．

(1.4.5) Aの乘法的部分集合の増大フィルタア族 (Sα)（Sα ⊂ Sβ に對して α 6 βと記

す）を考察する．Sを乘法的部分集合
⋃

α Sαとする；α 6 βに對して ρβα = ρ
Sβ ,Sα

A と置

く；(1.4.4)より，準同型寫像 ρβαは環の歸納系 (S−1
α A, ρβα)の歸納極限である環 A′を定

める．ραを標準的寫像 S−1
α A → A′とし，ϕα = ρS,Sα

A と置く；(1.4.4)より α 6 βに對し

て ϕα = ϕβ ◦ ρβαと爲るので，以下の圖式が可換と爲るやうな準同型寫像 ϕ : A′ → S−1A

を一意的に定めることが出來る．

S−1
α A

ρα

¡¡¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

¢¢
¢¢

¢¢
¢

ρβα

²²
ϕα

ÂÂ?
??

??
??

??
??

??
??

??
??

?

S−1
β A

ρβ

wwppppppppppppp

ϕβ ''OOOOOOOOOOOOO

A′ ϕ
// S−1A

(α 6 β)

實際 ϕは同型寫像である：何と爲れば，ϕが全寫であることは構成法により直ちに從

ふ．一方，ρα(a/sα) ∈ A′ が ϕ(ρα(a/sα)) = 0と爲るやうなものであれば，此れは S−1A

に於て a/sα = 0と爲ること，すなはち sa = 0と爲るやうな s ∈ Sの存在を意味する；併

し s ∈ Sβ と爲るやうな β > αが存在するので，ρα(a/sα) = ρβ(sa/ssα) = 0と爲り，ϕ
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が單寫であることが分かる．A-加羣M の塲合も同樣に論じることが出來，斯くして次の

同型寫像を得る．

lim
−→

S−1
α A

∼→ (lim
−→

Sα)−1A, lim
−→

S−1
α M

∼→ (lim
−→

Sα)−1M

後者の式はM に關して凾手性を有する．

(1.4.6) S1，S2を其々Aの乘法的部分集合とせよ；此時 S1S2もまた Aの乘法的部分

集合である．環 S−1
1 Aに於ける S2の標準的な像を S′2で表はす．S′2は環 S−1

1 Aの乘法的

部分集合である．任意の A-加羣M に對して，次の凾手性を有する同型寫像が存在する．

S′−1
2 (S−1

1 M) ∼→ (S1S2)−1M

此れはm/(s1s2)を (m/s1)/(s2/1)に對應せしめる．

1.5. 環の變換

(1.5.1) A, A′を環，ϕを準同型寫像 A′ → Aとし，S, S′を ϕ(S′) ⊂ Sと爲るやうな，

A,A′ の乘法的部分集合とする；準同型寫像の合成 A′
ϕ→ A → S−1Aは，(1.2.4)により

A′ → S′−1A′
ϕS′

→ S−1Aと分解さる；ϕS′(a′/s′) = ϕ(a′)/ϕ(s′)である．A = ϕ(A′)且つ
S = ϕ(S′)ならば ϕS′ は全寫と爲り，A′ = Aで ϕが恆等寫像であるならば ϕS′ は (1.4.1)
で定義された準同型寫像 ρS,S′

A に他ならない．

(1.5.2) (1.5.1)の假定の下，M をA-加羣とする．次のやうな凾手性を有する S′−1A′-
加羣の標準的準同型寫像が存在する．

σ : S′−1(M[ϕ]) → (S−1M)[ϕS′ ]

此れは，(S−1M)[ϕS′ ] の元m/ϕ(s′)を S′−1(M[ϕ])の元m/s′ に對應せしめる；此れが代

表元の取り方に依らないことは直ちに確認さる．S = ϕ(S′)のとき，準同型寫像 σ は全

單寫である．A′ = Aで ϕが恆等寫像であるとき，σ は (1.4.1)で定義されたる準同型寫
像 ρS,S′

M に他ならない．

特にM = Aとすると，準同型寫像ϕはA上にA′-代數の構造を定める；此時 S′−1(A[ϕ])
は (ϕ(S′))−1Aと同型な環であり，準同型寫像 σ : S′−1(A[ϕ]) → S−1Aは S′−1A′-代數の
準同型寫像である．

(1.5.3) M 及び N を其々A-加羣とする；(1.3.4)及び (1.5.2)で定義されたる準同型
寫像を合成して，次の準同型寫像を得る．

(S−1M ⊗S−1A S−1N)[ϕS′ ] ← S′−1((M ⊗A N)[ϕ])

ϕ(S′) = S であるとき，此れは同型寫像と爲る．同樣に，(1.3.5)及び (1.5.2)で定義され
たる準同型寫像を合成して，次の準同型寫像を得る．

S′−1((HomA(M, N))[ϕ]) → (HomS−1A(S−1M, S−1N))[ϕ]S′
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ϕ(S′) = S で，M が有限表示を有するとき，此れは同型寫像となる．

(1.5.4) 次に A′-加羣 N ′ 及びテンソル積 N ′ ⊗A′ A[ϕ] を考察する．此テンソル積は

a · (n′ ⊗ b) = n′ ⊗ (ab)と置くことで A-加羣と看做すことが出來る．次の凾手性を有する
S−1A-加羣の同型寫像が存在する．

τ : (S′−1N ′)⊗S′−1A′ (S−1A)[ϕS′ ]
∼→ S−1(N ′ ⊗A′ A[ϕ])

此れは (n′ ⊗ a)/(ϕ(s′)s)を (n′/s′)⊗ (a/s)に對應せしめる；何と爲れば n′/s′或いは a/s

を其々別な代表元と取り換えて，(n′ ⊗ a)/(ϕ(s′)s) が變わらないことが分かる；更に，
(n′ ⊗ a)/sに (n′/1)⊗ (s/a)を對應せしめることで τ の逆寫像を定めることが出來る：此

れには，S−1(N ′ ⊗A′ A[ϕ])が自然に (N ′ ⊗A′ A[ϕ])⊗A S−1Aと同型 (1.2.5)に爲ることに
よりN ′ ⊗A′ (S−1A)[ψ]とも自然に同型と爲ることを用ゐる．此處で，ψは A′から S−1A

への準同型寫像 a′ 7→ ϕ(a′)/1を表はす．
(1.5.5) M ′及びN ′をA′-加羣とする．此時，同型寫像 (1.3.4)と (1.5.4)を合成して．

次の同型寫像を得る．

S′−1M ′ ⊗S′−1A′ S′−1N ′ ⊗S′−1A′ S−1A
∼→ S−1(M ′ ⊗A′ N ′ ⊗A′ A)

同樣に，M ′が有限表示を有するのであれば，(1.3.5)と (1.5.4)より次の同型寫像を得る．

HomS′−1A′(S′−1M ′, S′−1N ′)⊗S′−1A′ S−1A
∼→ S−1(HomA′(M ′, N ′)⊗A′ A)

(1.5.6) (1.5.1)の假定の下，T 及び T ′を其々A，A′の乘法的部分集合とし，S ⊂ T，

S′ ⊂ T ′ そして ϕ(T ′) ⊂ T と爲るやうなものとする．此時次の圖式は可換である．

S′−1A′
ϕS′

//

ρT ′,S′

²²

S−1A

ρT,S

²²
T ′−1A′

ϕT ′
// T−1A

M が A-加羣であれば，次の圖式が可換である．

S′−1(M[ϕ])
σ //

ρT ′,S′

²²

(S−1M)[ϕS′ ]

ρT,S

²²
T ′−1(M[ϕ])

σ // (T−1M)[ϕS′ ]

最後に，N ′ が A′-加羣であれば，次の圖式が可換である．

(S′−1N ′)⊗S′−1A′ (S−1A)[ϕS′ ]
τ
∼ //

²²

S−1(N ′ ⊗A′ A[ϕ])

ρT,S

²²
(T ′−1N ′)⊗T ′−1A′ (T−1A)[ϕT ′ ]

τ
∼ // S−1(N ′ ⊗A′ A[ϕ])
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此可換圖式の，左の縱の矢印は，ρT ′,S′

N ′ を S′−1N ′に，ρT,S
A を S−1Aに作用させることで

得らる．

(1.5.7) A′′を別な環とし，ϕ′ : A′′ → A′を環準同型寫像，S′′を ϕ′(S′′) ⊂ S′と爲る

A′′ の乘法的部分集合とする．ϕ′′ = ϕ ◦ ϕ′ と置く；此時

ϕ′′S
′′

= ϕS′ ◦ ϕ′S
′′

と爲る．M を A-加羣とする；M[ϕ′′] = (M[ϕ])[ϕ′] と爲るのは明らかである；(1.5.2)で σ

が ϕから定められたのと同樣，準同型寫像 σ′ 及び σ′′ が其々ϕ′ 及び ϕ′′ から定められた

ものとすると，次の推移律が爲り立つ．

σ′′ = σ ◦ σ′

最後に，N ′′ を A′′-加羣とする；A-加羣 N ′′ ⊗A′′ A[ϕ′′] は (N ′′ ⊗A′′ A′[ϕ′])⊗A′ A[ϕ] と

自然に同一視され，同樣に，S−1A-加羣 (S′′−1
N ′′)⊗S′′−1A′′ (S−1A)[ϕ′′S′′ ] は

(S′′−1
N ′′)⊗S′′−1A′′ (S′−1

A′)[ϕ′S′′ ] ⊗S′−1A′ (S−1A)[ϕS′ ]

と自然に同一視さる．此同一視の元，τ が (1.5.4)で ϕから定められたのと同樣，同型寫

像 τ ′ 及び τ ′′ が其々ϕ′ 及び ϕ′′ から定められたものとすると，次の推移律が爲り立つ．

τ ′′ = τ ◦ (τ ′ ⊗ 1)

(1.5.8) AをBの部分環とする；Aの任意の極小素イデヤル pに對し，Bの極小素イ

デヤル qで，p = A ∩ qと爲るものが存在する．何と爲れば，Ap は Bp の部分環 (1.3.2)
で，唯一つの素イデヤル p′ を有する (1.2.6)；Bp は 0に爲らないので，少なくも一つの
素イデヤル q′を有し，q′ ∩Ap = p′と爲らねばならない；從つて Bの素イデヤル q1を q′

の逆像とすると q1 ∩A = pであり，云ふまでも無く，q1に含まるるBの任意の極小素イ

デヤル qに對し q ∩A = pと爲る．

1.6. 歸納極限としての加羣 Mf

(1.6.1) M をA-加羣とし，f をAの元とする．A-加羣の族 (Mn)を考察する．任意の
MnはM に同型であり，m 6 nと爲る整數に對して，ϕnmをMmからMnへの準同型寫

像 z 7→ fn−mzとする；((Mn), (ϕnm))が歸納系と爲ることは直ちに分かる；N = lim
−→

Mn

を此歸納系の歸納極限とする．此時，凾手性を有するN からMf への標準的な A-同型寫
像が定まる．此れに關して，次のことに留意せよ．すなはち，各 nに對して θn : z 7→ z/fn

は M = MnからMf への準同型寫像であり，定義によりm 6 nに對し，θn ◦ θnm = θm

と爲る．從つて，A-準同型寫像 θ : N → Mf が存在し，ϕnを標準的準同型寫像Mn → N

とすると，任意の n に對して θn = θ ◦ ϕn と爲る．定義より Mf の任意の元は，或る

nに對して z/fn と表はすことが出來るので，θ が全寫であることは自明である．更に，

θ(ϕn(z)) = 0すなはち z/fn = 0のとき，fkz = 0と爲る整數 k > 0が存在し，從つて
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ϕn+k,n(z) = 0と爲る．此れより ϕn(z) = 0を得る．ゆゑに，θによりMf と lim
−→

Anを同

一のものと看做すことが出來る．

(1.6.2) さて此處で，Mn，ϕnm及び ϕnを其々Mf,n，ϕf
nm及び ϕf

nと置き直す．gを

Aの元とせよ．fn は fngn の因子であるので，次の凾手性を有する準同型寫像を得る．

ρfg,f : Mf → Mfg (1.4.1及び 1.4.3)

Mf 及びMfg を其々lim
−→

Mf,n 及び lim
−→

Mfg,n と同一視すれば，ρfg,f は ρn
fg,f (z) = gnz

により定義さるる寫像 ρn
fg,f (z) = gnz : Mf,n → Mfg,nの歸納極限と同一視さる．此れよ

り，直ちに次の可換圖式を得る．

Af,n

ρn
fg,f //

ϕf
n

²²

Afg,n

ϕfg
n

²²
Af

ρfg,f // Afg

1.7. 加羣の臺

(1.7.1) A-加羣M が與へられたとき，Mp 6= 0と爲るやうな Aの素イデヤルの集合

をM の臺と云ひ，Supp(M)で表はす．M = 0と爲るためには，Supp(M) = ∅であるこ
とが必要且つ充分である．何と爲れば，任意の pに對してMpならば x ∈ M の零化域は

Aの如何なる素イデヤルにも含まれぬ．從つて，その零化域は A全體と爲る．

(1.7.2) 0 → N → M → P → 0が A-加羣の完全列なら

Supp(M) = Supp(N) ∪ Supp(P )

と爲る．何と爲れば，任意の Aの素イデヤル pに對して 0 → Np → Mp → Pp → 0は完
全 (1.3.2)で，Mp = 0である爲には Np = Pp = 0であることが必要且つ充分である．

(1.7.3) M が部分加羣の族 (Mλ) の直和であるなら，Aの任意の素イデヤルに對して

Mp は (Mλ)p の直和である（1.3.3及び 1.3.2）．從つて Supp(M) =
⋃

λ Supp(Mλ)．
(1.7.4) M が有限型A-加羣であるなら，Supp(M) はM 零化域を含む素イデヤルの

集合である．何と爲れば，M が一つの元 xにより生成さるるのであれば，Mp = 0より，
s · x = 0と爲る s ∈ pが存在することが分かる．從つて，pは xの零化域を含まない．次

に，M が有限生成系 (xi)16i6nを有するものとし，xiの零化域を aiとすれば，(1.7.3)よ
り Supp(M) は aiを含む pの集合，すなはちM の零化域である a =

⋂
i aiを含む pの集

合と爲る．

(1.7.5) M，N を其々有限型A-加羣とすれば次が爲り立つ．

Supp(M ⊗A N) = Supp(M) ∩ Supp(N)

pが素イデヤルであるとき，Mp⊗Ap Np 6= 0と云ふ條件は（(1.3.4)の議論により）《Mp 6= 0
且つ Np 6= 0》に同値であると理解することが肝要である．換言すれば P，Qが 0に爲ら
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ぬ局所環 B 上の有限型加羣であれば，P⊗B Q 6= 0であることが肝である．mを B の極

大イデヤルとせよ．中山の補題により，ベクトル空間 P/mP 及び Q/mQは 0には爲ら
ず，從つてテンソル積 (P/mP )⊗B/m (Q/mQ) = (P ⊗B Q)⊗B (B/m)も 0に爲らず，結
論を得る．

特にM が有限型 A-加羣で，aが Aのイデヤルであれば，Supp(M/aM)は aとM の

零化域 nを同時に含む，すなはち a + nを含む素イデヤルの集合である．


